5 Secuencias humeéricas

Progresiones geométricas en el siglo i a.C.

Las progresiones geométricas fueron tratadas por primera vez, de forma
rigurosa, por Euclides (siglo 111 a. C.). Fue el fundador de la escuela mate-
mitica de Alejandria, donde escribié su monumental obra Los elementos.
Se compone de 13 libros, cuatro de ellos dedicados a la aritmética. En uno
de estos, el IX, traté las progresiones geométricas, aunque con nomencla-
tura muy diferente a la que usamos ahora.

Moderna Biblioteca
de Alejandria (Egipto).

Y las aritméticas, en el siglo |

En el siglo 1 Nicémaco recopil6 lo que entonces se sabia de aritmética, casi
todo conocido desde Euclides. Aunque sus aportaciones fueron escasas,
en su obra incluyé el estudio de las progresiones aritméticas, que no habia
tratado Euclides cuatrocientos afios antes.

e

Euclides rodeado de discipulos en el cuadro “La
escuela de Atenas” de Rafael Sanzio.

Una sucesion muy famosa

Hay que esperar hasta el siglo x111 para que aparezca la sucesién mds cono-
cida de la historia, la de Fibonacci:

1 1 2 3 5 8 13 21 34

m 3 >
VGVG | VNG | DGDG | GG | Su autor, Leonardo de Pisa

B8+ @ - (hijo de Bonaccio: Fibonacci),

la describié en su Liber Abaci,
en un contexto de descenden-
cia de conejos: “;Cudntas pa-
rejas de conejos se producirdn
a lo largo de un ano, comen-
zando por una pareja Unica,
si cada mes cualquier pareja
engendra otra pareja que se
reproduce, a su vez, desde el

+ <+ ¥ ¥ + N

1 1 2 3 5 segundo mes?”. Torre de Pisa (Italia).
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Sucesiones

[En la web 7@
Refuerza el concepto de sucesién.

e Y Y
a) 1 5 9 13

e) 1 1 2 3 5
I

¢Cudl de las sucesiones anteriores aso-
cias con esta torre?

UNIDAD e

Se llama sucesién a un conjunto de nimeros dados ordenadamente de modo
que se puedan numerar: primero, segundo, tercero, ...

Los elementos de la sucesién se llaman términos y se suelen designar mediante
una letra con los subindices correspondientes a los lugares que ocupan en la
sucesion:

S 5 53, 54> 55, Sg> -

Ejemplos
a) Los nimeros ordenados 1, 5, 9, 13, 17, 21, ... forman una sucesidn.
Sus términos son: 2y =1 ay,=5 a3=9 a5;=13

Esta sucesién se ha construido empezando por 1y sumando 4 a cada término
para obtener el siguiente.

b)1,4,9, 16, 25, 30, ...

Es la sucesién de los cuadrados de los ntimeros naturales, empezando por 1:

by=12=1 by=22=4 b3=3"=9 by=4%>=16

También se obtiene sumando los sucesivos niimeros impares: +3, +5, +7, ...
©)2,4,8,16,32,064, ...

Sus términos son las sucesivas potencias de 2, empezando por 21:

=2'=2 6 =2*=4 =2=8 c=24=16

d1,2,4,7,11, 16, ...

Empezando por 1, si a un término se le suma el lugar que ocupa, se obtiene
el siguiente:

d1=1 dl+1=2=d2 d2+2=4=d3 d3+3=7=d4
91,1,23,538, ..

Los dos primeros términos son iguales a 1. A partir de ahi, cada término se
obtiene sumando los dos anteriores:

ep=1 =1 e=1+1=2 ¢=1+2=3 e¢=2+3=5

Piensa y practica

1. (.59 Afade los tres términos siguientes en cada 2. Describe el criterio con el que se ha formado cada una

una dC estas sucesiones:
a) 10, 15, 20, 25, 30, ...
b) 80, 70, 60, 50, 40, ...
)3, 6,12, 24, 48, ...
d1,3,4,6,7, ...
2,57,12,19, ...
£)4,6,5,7,6,8,7, ...

de las seis sucesiones del ejercicio anterior.

3. Forma seis sucesiones que empiecen por 6 y que se
construyan con los mismos criterios que las del ejerci-
cio 1.

4. Anade a esta sucesién los cuatro términos siguientes,
y describe el criterio con el que se ha formado:

10, 12, 13, 15, 16, 18, 19, 21, ...
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Término general de una sucesidén

- Se llama término general de una sucesidn, s, y se simboliza con s,, ala ex-

[En la web Zg)
Refuerza el concepto de término general presién que representa un término cualquiera de la misma.

de una sucesién. Hay sucesiones cuyo término general puede expresarse mediante una fé6rmula,
en la cual, ddndole a 7 un cierto valor, se obtiene el término correspondiente.

Ejemplo

Para la sucesién 3,7, 11, 15, 19, ..., encontramos la expresiéon s, =4n—1, enla

quedandoa 7 losvalores 1, 2, 3, ..., obtenemos, respectivamente, s;, 55, 53, ...
q=4-1-1=3 G=4.2-1=7 G=4-3-1=11

4=4-4-1=15  s5=4.5-1=19

s,=4n—1 es el término general de esta sucesion.

Obtencién del término general de algunas sucesiones

a)1,2,3,4,5,... > a,=n ¢ El término general de la sucesién a) 1, 2, 3,4, 5, ... es a, = n, pues el valor de

cada término coincide con el lugar que ocupa.

b)2,4,6,8,10,... = b,=2n * El término general de b) 2, 4, 6, 8, 10, ... es 4, =2n:
51:2'1:2 62:2‘2:4 53:2‘3:6
0 456,7,8..—>c,=n+3 * Cada término de la sucesién c) 4, 5, 6, 7, 8, ... vale 3 unidades mds que el lugar

que ocupa. Por tanto, su término general es ¢, =7 + 3.

d)1,4,9,16,25,... = d,=n* e Los términos de d) 1, 4, 9, 16, 25, ... son los cuadrados de los niimeros natu-

rales. El término general es d,, = #%.

€ 2,5,10,17,26,... = e, =n*+1 e Si afadimos 1 a los términos de la sucesién anterior, obtenenos e) 2, 5, 10, 17,
26, ... El término general es ¢, = n*+ 1.

£)2,4,8,16,32, ... = f,=2" * Los términos de f) 2, 4, 8, 16, 32, ... son las sucesivas potencias de 2. Por tan-
to, el término general es f, = 2.

Piensa y practica

5. Asocia cada sucesién con su término general, y expré- 6. [#."") Halla el término general de cada una de estas

salo como en el ejemplo: sucesiones:
° k) 4,9,14,19,24,... — k,=5n-1 a)2,3,4,5,6, ...
2)7,8,9,10, 11, ... I b)0,1,2,3,4, ...
b)-2,-1,0, 1,2, ... n:2 Q4 8,12,16,20, ...
c) 0,5 1; 1,5; 2; 2,5; ... 3n+1 d)4,7,10, 13, 16, ...
d)0,2,4,6,8, ... n—3 e) 10, 20, 30, 40, 50, ...
€)3,6,9,12, ... 2(n-1) )12, 22,32, 42,52, ...
£)4,7,10,13, ... 3n g) 10, 100, 1000, 10000, 100000, ...
20, 3,8,15, 24, ... n+6 h) 11, 102, 1003, 10004, 100005, ...
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UNIDAD e

Sucesiones definidas de forma recurrente

Hay sucesiones en las que el criterio para obtener cada término consiste en operar
con los anteriores. Por ejemplo:

1,1,2,3,5,8,13, ...

A partir del tercero, cada término se obtiene sumando los dos anteriores.

Las sucesiones cuyos términos se obtienen a partir de los anteriores, se dice
que estdn dadas en forma recurrente.

Cuando conocemos el término general de una sucesién, a partir de él se puede
obtener, directamente, cualquiera de sus términos. Sin embargo, mediante una
ley de recurrencia, para conocer un término es necesario obtener, previamente,
todos los anteriores.

Ejercicios resueltos

1. Hallar el término a,, de la sucesion 1, 4, 5, 9, 14, ...

Observamos que, a partir de @3, cada término se obtiene sumando los dos
anteriores:

a=1 || a,=4 S5=1+4 9=4+5 14=54+9
a,=a, H+d, Siguiendo ese criterio, formamos todos los términos hasta llegar al décimo:
1,4,5,9, 14, 23, 37, 60, 97, 157

Por tanto, ayq=157.

2. Construir una sucesion cuyo primer término es 3 y tal que el siguiente de

a3 cada término se obtenga sumdndole el lugar que ocupa, n.
+1 +2 +3 +4
e . Y Y
Apy1=4aytn 3 4 6 9 13
Piensa y practica
1. Para construir estas sucesiones, se han utilizado, no 2. [.<%¥¥ Asocia cada sucesién con una de las igualda-
consecutivamente, los criterios que ves debajo: des que ves a la derecha, y describe verbalmente el cri-
21,3, 4,7, 11,18, 29, ... terio con el que se han construido:
b)1,2,4,7,11,16,22, ... a) 40, 39, 37, 34, 30, ... a,,,=2a,+a,,
o 10, 2, 8, -6, 14, -20, 34, ... b)1,3,5,11,21, 43, ... Ayy2 =y =y,
d) 10; 2; 6; 4; 5; 4,5; 4,75; ... 91,1,0,1,-1,2,-3, ... a,,1=a,—n
e)4,2,5,11,18, 34,63, ...
— Anadir sucesivamente 1, 2, 3, 4, ... 3. Observa esta sucesidn y calcula los tres términos si-
— Sumar los dos términos anteriores. guientes:
— Sumar los tres términos anteriores. 2.1 42.2 12.3 2.4
— Restar los dos términos anteriores. AR

— Promediar los dos términos anteriores.
Escribe una igualdad que exprese la relacién entre dos

Identifica cudl corresponde a cada una y contintialas
términos consecutivos, 4, y 4, , |.

hasta el término .
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a)
b)
9]

d)

Piensa y practica

1.

Progresiones aritméticas

+3 +3 +3 +3
e Y Y
2 5 8 11
+5 +5 +5 +5
Y Y Y
45 50 55 60
+0,4 +0,4 +0,4 +0,4
P Y .
74 7.8 82 86
-3 -3 -3 -3
e Y Y Y

8 5 2 -1

Escribe los diez primeros tér-
minos de una progresién arit-
mética cuyo primer término es
8 y cuya diferencia es 7.

. En una progresion aritmética,

a; =10 y ay, =54. Hallala
diferencia, d, y el término ge-
neral, a,.

. El término general de una

progresiéon  aritmética  es

a,=10+2,57. Halla 2, y as.

. En una progresién aritmética,

a; =84y a,=79.
a) Halla d vy escribe los ocho
primeros términos.

b) Halla el término general.

C) Obtén a)(-

Una progresién aritmética es una sucesién en la que se pasa de cada término
al siguiente sumando una cantidad constante (positiva o negativa) que se llama
diferencia, d, de la progresién.

Las siguientes sucesiones son progresiones aritméticas:

a)2,5,8,11, 14, ... — d=3
b) 45, 50, 55, 60, 65, ... — d=5
c)74; 7,8 82; 86; 9;... — d=04

d)8,5,2,-1,-4,-7, ... — d=-3

Observa que el valor de la constante, d, en cada progresién, es la diferencia entre
dos términos consecutivos cualesquiera.

Obtencién del término general

Una progresién aritmética queda claramente definida si se conocen el primer
término, 4;, y la diferencia, 4.

Por ejemplo, en la progresion a) de arriba, 2, =2 y 4=3. ;Cémo hallarfamos
el término a;y?

® Para pasar del 2; al 4;p, hemos de dar 99 pasos.
* Cada paso supone aumentar 3 unidades.

* Por tanto, para pasar del érmino #; al 45 hemos de anadir al primero

99 - 3 = 297 unidades.
* Es decir, 4199 =2 +297 =299.

El término general, #,, de una progresién aritmética cuyo primer término es
a; y cuya diferencia es d, se obtiene razonando asi:

Para pasar de ; a @, damos 7 — 1 pasos de amplitud 4. Por tanto:

a,=ay+(n-1)-d

Ejercicio resuelto

Hallar el término general de las sucesiones b), c) y d) de arriba.

b) @, =45, d=5. Portanto, a,=45+ (n—1)-5=45+5n-5=40 + 5n.
El término general es @, = 40 + 5n.

o ay=74 d=04 - a,=74+n-1)-04=74+0,4n-0,4=7+0,4n
El término general es @, =7 + 0,4n.

d)a,=8d=-3 > 4,=8+(n-1)-(-3)=8-3n+3=11-3n

El término general es @, = 11 — 3n.
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UNIDAD e

Progresiones geométricas

Calculadora

Observa cémo, con una calculadora,
se obtienen uno a uno todos los tér-
minos de una progresién geométrica
de primer término @ y razén r:
rOE 40666 ..

ﬂz ﬂS 44 ﬂs
La secuencia r (J (¥) hace que 7 sea
un factor constante. Cada vez que se
aprieta la tecla 3, lo que hay en la
pantalla se multiplica por 7.

Si la calculadora es de pantalla des-
criptiva, actuaremos asi:

Una progresién geométrica es una sucesion en la que se pasa de cada término
al siguiente multiplicando por una cantidad constante, 7, llamada razén de
la progresion.

Por ejemplo, en la sucesién 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, ..., cada término se
obtiene multiplicando el anterior por 2. Se trata de una progresién geométrica
de razén 2.

Ejercicios resueltos

1. Obtener los primeros términos de una progresion geométrica en la que
a;=2yr=3.

3

2 26 2518 3 54 35 162 3 486 3 .

2. Obtener los primeros términos de una progresion geométrica en la que
a;=200 y r=_05.

4 R rEEEE .. 200 =055 100 “055 50 05, 95 05, 55 05, cos 05
R
ay az a4 as 3. En una progresion geométrica, a; =2 y a, = 10. Obtener los siete pri-
meros términos.
En primer lugar, hemos de hallar la razén. ;Por cudnto hay que multiplicar
2 para obtener 10? 2-7=10 — r=5
"En la web Y@ Sabiendo que la razén es 5:
Refuerza el concepto de progresién -5 -5 -5 -5 -5 -5
gcométrica. 2 10 50 250 1250 6250 31250
53
1. Halla los seis primeros términos de las progresiones a)a,=5-2"""1 b)b,=2.3""1
geométricas definidas asi: )¢, =5-10""1 d)d,=5.0,17""

a) Primer término: 5 000; razén: 1,2

b) Primer término: 8; razén: 2,5

¢) Primer término: 1000 000; razén:

d) Primer término: 1; razén: 10

2. [ .83 Considera la progresién 1, 2,

a) Escribe los cuatro términos siguientes.

b) ;Cudl es la razén?

4. [_.M59 Asocia cada progresién geométrica con su tér-
mino general:

0,2
a) 3,6, 12,24, ... a,=2-3""1
b) 3; 0,3; 0,03; 0,003; ... a,=3.10""1

48,16, ... ¢) 3, 30, 300, 3000, ... 4,=3-0,1""!
d)2, 6,18, 54, ... a,=3.2""1

¢) ;Qué lugar ocupa el término 27 = 1282
d) Expresa con una potencia de base 2 el término 4,

de la progresion.

3. Escribe los cuatro primeros términos de las progresio-
nes geométricas que estdn a continuacion.

5. Considera la siguiente progresién:
1; 0,2; 0,04; 0,008; ...
a) Escribe los cuatro términos siguientes.

b) Escribe en forma de potencia el término ;5 de la
progresion.
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Ejercicios y problemas

Practica

1. a1l Escribe los seis primeros términos de las siguien-

tes sucesiones:

a) Cada término se obtiene sumando 3 al anterior. El
primero es 5.

b) Cada término se obtiene sumando 3 al anterior. El
primero es —10.

c) El primer término es 5, y el segundo, 7. A partir
del tercero, cada término se obtiene sumando los
dos anteriores.

d) El primer término es 16. Los demds se obtienen
dividiendo el anterior por 2.

e) El primer término es 36, el segundo, 12, y los si-
guientes, la semisuma de los dos anteriores.

. 1] E Averigua el criterio con el que se han for-
mado las siguientes sucesiones. Escribe tres términos
mas de cada una de ellas:

a)l,3,57,...

b)7,5,3,1, ...

c)2,4,8,16, ...
111 1"

d) > 4787 16°

e 1,5;1,9;2,3;2,7; ...

f) 30, 25, 20, 15, ...
9 1,4,9,16, ...
h)2,5, 10,17, ...

1 1 1
1)1 2 3,2,...

i) 1,3,6, 10, ...

. m1] Escribe los cinco primeros términos de las suce-
siones cuyos términos generales son:

)t —n b) % + n c)2"+1

n—1 n>+1 2n—1
)n+1 © n £ n+1
g) (-1)” h) 1+ (=1)” i) 2%+ n

4.

a 1] Escribe el término general de estas sucesiones:

a)l1,2,3,4,... b)0, 1,2,3, ...
A)1,4,9,16, ... d)0,3,8,15, ...
€)2,4,6,8, ... 1,3,57, ...
93,57,9, ... h)12, 14, 16, 18, ...
0)2,4,8,16, ... i) 3,59, 17, ...

k) 100, 200, 300, 400, ... 1) 5,25, 125, 625, ...

. o1] Escribe los ocho primeros términos de una pro-

gresion aritmética cuyo primer término es 10 y cuya
diferencia es 4. Halla su suma.

o] De las sucesiones siguientes, definidas por sus
términos generales, hay tres que son progresiones
aritméticas. Identificalas y di cudl es la diferencia de
cada una de ellas:

a)Sn—4
c)10-0,5%

b)5-3n

d)n?+1

e ] En una progresién aritmética, @, =6 y a5 =41.
Halla:

a) La suma de los 15 primeros términos.

b) La diferencia, 4, y el término general, «,,.

c) El término centésimo, ;.

. s ] El término general de una progresién aritmética

es a,=4+3n. Halla a; y a;.

el ] En una progresion aritmética, 4; =103 y 4, =99.

a) Halla la diferencia, d, y escribe los 10 primeros
términos.

b) Obtén el término general.

C) Halla as.

10. ] En una progresién geométrica, 2, =64 y r=0,75.

a) Calcula el primer término no entero.

b) Ayuddndote de la calculadora, di cudl es el primer
término menor que 1. PV
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